TD : Exercices d'applications et de réflexion avec solutions 
THEOREME DE ROLLE ; THEOREME DES ACCROISSEMENTS FINIS (T.A.F) 
PROF: ATMANI NAJIB 2BAC SM BIOF 


TD avec solutions: THEOREME DE ROLLE ; THEOREME DES 
ACCROISSEMENTS FINIS (T.A.F) 


Exercice 1 :Soit f la fonction définie par : Donc : f est continue en 0 
f(x)=3xt -11x +12x?—-4x+2 Montrer que f' |. fO) FO) m EET E 
x—>0 xX x—>0 (27x) 


s’annule au moins une fois sur ]0, 1[ 
Solution : on a : f(0) = f(1)=2 Donc : f est dérivable en 0 
Donc f une fonction continue sur [0, 1], dérivable 
sur ]0, 1[et telle que : f (0) = f (1). D'après le 

théorème de Rolle il existe un réel c € Ja, b[ tel sur [-1;1] et on a : f(-1) = f(1) 


Donc : fonction f continue sur [-1:1]et dérivable 


ue : f ‘(c) = 0 donc : f’ s’annule au moins une 
a f o) f D’après le théorème de Rolle il existe un réel 
fois sur ]0, 1[ c E ] -1, 1] tel que : f ‘(c) =0 
Exercice 2 :Soit f : R — R la fonction définie par : [Exercice 4 :Soit f la fonction définie par : 


Ne a f(x)=x(x+1)(x+2)(x+3) Montrer que 


1+cos° x 


| , l'équation f'(x)=0 admet trois solutions sur R 
Montrer que, pour tout a E R, la fonctions f 


s’annule au moins une fois sur l'intervalle Solution : f une fonction continue et dérivable 
]a, a + 2nl. sur R et on a : f(0) = f(-1) = f(-2) = f(-3) 
Solution : on a : f(a) = f(a + 2r) D'après le théorème de Rolle on a : 


Donc f une fonction continue sur [a, a + 27], 
dérivable sur ] a, a + 2rl et telle que : 

f(a) = f(a + 2x)D’après le théorème de Rolle il 
existe un réel c € ] a, a + 2x tel que : f '(c)=0 


Ja e |-3;-2[ / f'(a)=0 
32 € ]-2;-1[/ f'(B)=0 


donc : f' s’annule au moins une fois sur 36 e |-1;0[/ f'(5)=0 


Ja, a +2nl 
Exercice 3 : Soit f une fonction définie par : 


f(x) 


Et puisque : æ ; B et Ô sont différents deux a deux 


: 1-cos(27x) 


X 


| Donc : l'équation f'(x)=0 admet trois solutions 
si xÆ0 et f(0)=0 
sur R car f'(x) est de degré 3 


Montrer :(1c €]-1,1 "(c)=0 
CESADO Exercice 5 : Considérons une fonction f continue 


Solution :la fonction f continue sur |-1;1]-{0} et Sur 10,1] af derivable sur 0; Tele que 


f0) - f0) = -1. E 
dévale sde + 1]-{0} : Montrer en Pa le théorème de Rolle 
f'(c)_ 4 
T (ac €]0,1[) ( = z 
mre Cao 6 (c? +1) 


x>0 x>0 ( 2ax) 


|= 
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Solution : / (o) =E “ -=0 
c (c2+1) (c2+1) 
Considérons une fonction g tel que : 


G0) = G) 


Soit G la fonction primitive de g 


donc : G(x) = f (x)+ re 


G(0)-G(D = f(0)+2-f(D-1= f(0)- fA)+1=0 


Donc ;G(0) = G(1) 


Et puisque : G est une fonction continue sur 


[0, 1], dérivable sur ]0, 1[(somme et quotient de 


fonctions dérivables et continues) 
D’après le théorème de Rolle il existe un réel 


c E ]0, 1[ tel que : G'(c)=0 


4x 
(241) 


Etona::G'(x)=/f'(x)- 


4c 
G' + é — =0 ! pmm 
PRHA PAPE y 


fc) 


il existe un réel c € ]0, 1[ tel que : 


c (c2+1) 


Exercice 6 : Détermination d’une limite. 
Considérons les deux fonctions : 

u(t) = Arctan(t) - t et v(t) = t? et soit x € Rx 

1) Montrer qu'il existe c compris entre 0 et x tel 


as ns . artanx-x 
2) En déduire la limite : lim —— 
x—0 x2 


Solution : 1) 


On Considérer la fonction : g tel que : 
g(t) =u(x)v(t)-v(x)u(t) sur [a, b] 

où a =inf(x,0) et b = sup(x, 0) 
ona:g(0)=g(x)=0 et g continue sur [a, b] et 


dérivable sur ]a, b[ 
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Alors il existe un réel c € ]a, b[ tel que : g '(c) = 0. 


On a: g')=u(x)v(r)-v(x}u'(r) 


Donc : il existe un réel c € ]a, b[ tel que : 


. artanx-x ; 2 
2) lim "+ = Jim 1+c lim +e 
x—0 x2 c—0 2c c>0 2c 
Car; Si x 0 alors c> 0 
l 1 
. artanx-x .. 2 . —C 
im SA i m eee -f 
x>0 x2 c>0 2c c>0 2(1+ c?) 


Exercice 7 : En utilisant le I.A.F 
Montrer que (Yx € R)(|sinx| < |x| 
Solution : Considérons une fonction f tel que : 


f(x)=sinx_on a :f est dérivable sur R 


A 


Et f'(x)=cos x et [f'(x )|=|cosx|<1 Vrxe 


Par application de I.A.F sur l'intervalle de borne O 


et x ( [a, b] où a = inf(x, 0) et 


|f (b)- f (a)|< 1|(b-a)| 


b = sup(x, 0)) 


Donc : [sin x—sin 0| < 1(x-0) 


A 


Donc: |sinx|<|x| vre 


Exercice 8 : En utilisant le I.A.F 
Montrer que Vae Ret VbeR et 0<a<b 


b-a b-a 
<ar tanb -—ar tana < 
1+b2 1+ a2 


Solution : Considérons une fonction f tel que : 
f(x)=artanx on a :f est dérivable sur R 
Et f'{x)=— 

1+ x2 


1 
< f'(x)< 
pad (as 


donc : vx eļa;b] 


1+ a? 
Par application de T.A.F sur l'intervalle [a;b] 


Ona: — = (b-a)< f(b)-f(a)< —— (b-a) 


IN 


b-a 
Donc : —— < ar tan b —ar tan a < 


Exercice 9 : En utilisant le Théorème des 
accroissements finies(T.A.F) donner un 


encadrement du nombre 10001 et en déduire 
une valeur approchée de 410001 avec la 


précision 5x10”. 
Solution : Considérons une fonction f tel que : 
f(x)=4Vx on a : On a : f est fonction continue 


sur [10000, 10001] et dérivable sur 
] 10000, 10001 [donc d’après le T. A.F il existe 


c €] 10000, 10001 [tel que : V10001 -100 = 1 


2e 


+100 


1 

Donc : 410001 = —= 
2e 

c €] 10000, 10001 [ donc 10000 < c <10001 


Donc : 410000 =< Ve =< 410001 donc 


1 1 1 
< < donc 
2410001 24c 2410000 
l < l < L et on a : 10001 <101 
210001 24%c 200 
1 1 1 

Donc : < < donc 

202 24c 200 

1 1 1 

— +100 < —= +100 < — +100 donc : 
202 Ae 200 
100,00495 < 410001 < 100,005 


Donc : 0 < 10001 —100, 00495 < 0,00005 


Donc : [10001 -100,00495| < 5x10% donc 100,00495 


Est une valeur approchée de 10001 avec la 


précision 5x10”. 
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Exercice 10 : soit la suite (u,). définie par : 


u, he Vn e N° 
2.3 n 


1 1 
2)a) monter que Yxe Rt : — <ln(x+1)-ln x<- 
x+1 xX 


b) en déduire que : u„„-1<ln(n+1)<u, VneN 


n+l 


c)calculer : lim u, 


n—>+0 


1 3 
Solution :1)u =1 u,=1+-=— u,= 
2 -2 


1 


1 1 
—+— 
2 3 6 


2)a) : Considérons une fonction f tel que : 


f(t)=lnt ona: Ona: f est fonction continue 
sur [x, x+1] et dérivable sur 


]x,x+1[ VxekR: donc d'après le T. A.F il existe 
c E] x, x+1 [tel que : f(x+1)- f (x)= f'(c)(x+1-x) 


1 ; 1 
Donc : In(x+1)—In x=- et puisque : 1,11 
c x+1 c x 


1 1 
Car c €] x, x+1 [ donc : — < ln(x+1)-1n x < — 
x+1 x 


VreR: 


2)b) déduire que : u,,-1£<In(n+l)<u, VneN' ? 


n+l 


1 1 
On a: — <ln(x+1)-lnx <- Yx e Rt 
x+l X 


Donc : Last 
2 1 
1 1 


—<In3-In2 <— 
3 2 


a 
3 2 


À (nr) mnt 
n+l n 


10) 


La somme de ces inégalités membre a membre 


donne : = 
2 3 n+l 2 3 n 


Donc : u,,-1<In(n+1)<u, car In1=0 


n+l 


2)b) ona: n(n+1)<u, et limn(n+1) =+% 


Donc lim u, =+00 


n—>+%0 


Exercice 11 : Soit f une fonction définie sur 

l'intervalle |Z:7| par: f (x)=2 -sinx et la suite 
6 2 2 

(u,) définie par :u,.. = f(u,) VneN et u «4 

1)montrer que l'équation : f(x)=x admet une 


f . T T 
solution unique a e |—;— 
6 2 


T T 
2)montrer que : VneN : 6 <u, < 5 


m T i 3 

m :yxe |Z;Z si 

3)a)montrer que ref al f'(x) | 
b)en déduire que : |u, -al e u, -a| VneN 


4) calculer : lim u, 


n—>+0 


Solution :1) Considérons une fonction g tel que : 


g(x)=f(x)-x On a: gest une fonction 
dérivable sur za et g'(x)= f'(x)-1=-cosx-1<0 


g est une fonction continue et strictement 


décroissante sur (72) donc une bijection de zz 


6 2 
An noa 


Puisque : oe l-r AS 


| alors il existe un unique 
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ae ZZ telaue: g(a)=0 cad f(a)=a 


2)montrons par récurrence que : 


T T : 
a)ona: u€ Ez donc vraie pour n=0 


T T 
b)supposons que : T <u, 3 


T T 
c)montrons que : 6 SH 3 


on a : f'(x)=-cosx <0 sur Ex2) donc f est 


T T T T 
décroissante sur |—;—| eton a: —<u, <— 
6 2 6 2 
donc: f| Z < f(u,)< f 2 
2 6 
donc a E E etona Ž<Ž-1et en. 
2 2 2 6 2 DA s2 


d Toy. <T final te VneNe sui 
onc : = <u, <= finalement : := <u, <— 
6. 12 rea 6 2 
m T j 3 
3)a)montrons que : Vxe =; |E) ? 
6 2 2 
vre f:2] f'(x)=-cosx et puisque x — cosx 


or. TZ T 
est décroissante sur zz on a donc: 


cos  — cos x < cos Z donc : RE 
2 6 2 
Donc : A L 
2 2 
donc : vxe [Z:7 FO 
2 2 
4 


b) déduire que : 


ua Êh, -a| VneN ? 


puisque f est dérivable sur zz alors f est 
dérivable et continue sur tout intervalle de la forme 


[a;b] c zz donc Par application de I.A.F sur 


l'intervalle [a;b] avec : u, =bet a =a 


on trouve TORO AT Yn e N 


donc : |u VneN 


u, — a| 


n+ 


TE 
2 


4) calculons : lim u, ? 
n—+00 


u, T lu -a| 


Montrons avant que : 


2 


0 
on a: luo T luo al donc vraie pour n=0 


u T lu -a| 
” 2 


n+l 
u, —a|< 43 lu — a ? 
2 


u, TH lu — a der 


b)supposons que : 


c)montrons que : 


ona: „a| 
2 
n n+l 
donc : Was Ê TS) m-aj $] lu -al 
212 2 
donc : |u, T lu, —æ| et puisque : 


im =0 car Aa lai 


Donc: lim u, =& 
n—>+0 
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Exercice 12 : Soit f une fonction dérivable trois 


fois sur[0;1] tel que : f (1)=1 et 

F0) = F'(0)=F'0)=0 

Et soit le polynôme : P(x) =x (-2x+3) 
t)calculer : P(0) ; P'(0); P(1); P'(1) 

2)on pose : g(x)=f(x)-P(x) 

a) montrer qu'il existe & € ]0;1[ tel que : g®(a)=0 
b) en déduire qu'il existe & e ]0;1[ tel que : 

f” (a)=-12 

Solution :1) P(x)=x (-2x+3) et P'(x)=-6x +6x 
Donc: P(0)=P'(0)=P'(1)=0 et P(1)=1 

2) a) montrons qu'il existe æ € ]0;1| tel que : 

g (a)=0 ? 

puisque f et P sont dérivables trois fois sur [0;1] 


donc g = f -P est dérivable trois fois sur [0:1] 
et par application du théorème de Rolle trois fois : 
g(0)=g(1)>3c € J0;1[/g'(c)=0(2” (&)=0) 


g” (0)= f” (0)- P” (0)=0-0=0 


g” (a)=g” (0) > 3c, e ]0;1[/g® (c,)=0 


g” (a)=8” (1) > 3c e ]0;1[/8® (c,)=0 


gO (o )=8® (c) >a e ]e,;c[/8® (a)=0 
Et puisque : ]c,;c,| € ]0;1[ donc : 


Ja e ]0;1[/8® (a)=0 


b) 3?æ e]0;1[ tel que : f® (a)=-12 ? 


ona: g(x}= f(x)+2x° -3x 


101 


g'(x)= f'(x)+6x° -6x donc : g"(x)= f'(x)+12x 
donc : g® (x)= f® (x)+12 donc : 
g® (a)=f® (a)+12=0 


donc : 3a e ]0;1| f? (a)=-12 


Exercice13 : Soit f une fonction définie sur R* 


par: f(x) -saan fe + 
x 


Cd) 


et Yxe R* on pose: F(x)= 
xX 


1)vérifier que : Yx e R* r(+) =F(x) 
X 


2)montrer que : 


(vxeR')(3y € R){y-9{5-21)<0 et F'(y)=0 
X 

3) en application le théorème de Rolle a F sur un 

intervalle montrer qu'il existe un réel c non nul tel 

que la tangente a la courbe de f au point 

ď'abscisse c passe par l’origine du repère 


Solution :1) F (x)= ra -aran |} |x? + 
x xX 
1 a l r 
F2) DEE VrxeR 
x x 


2)on a: VreR' r(+]= Fe 


Etona F est continue et dérivable sur un 
j 1 
l'intervalle de bornes : — et x 

X 


Donc par application le théorème de Rolle a F 


; 1 
sur un intervalle de bornes : — et x: 
X 


4 
2)a)soit par exemple l'intervalle : a 
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On a: F dérivable sur 2:3 et r[$) = F() par 


ro OO oogt- re- 


C C 
L'équation de la tangente a la courbe de f au point 


d’abscisse c'est : y= f'(c)(x-c)+ f(c) 


* c) f(c)= 
Donc : passe par l'origine du repère 
C’est en forgeant que l’on devient forgeron » Dit 


un proverbe. C'est en s'entraînant régulièrement 
aux calculs et exercices Que l’on devient un 


mathématicien à 


1O 


